Poglavlje 1

Dvostruki integral

1.1 Dvostruki integral u pravokutnim koordinatama

Dvostrukim integralom neprekidne funkcije f(z,y) preko ogradenog zatvorenog
podrudja S nazivamo limes dvostruke integralne sume:

/ /( R TR ) S CR LAY

max Az; — 0 7 T
max Ay — 0

gdje je Ax; = 241 — x; 1 Ayr = Yr+1 — Yk a tocke (z;,yx) pripadaju podrudju
S.

Kod dvostrukog integrala vrlo je bitno pravilno odrediti granice integracije.
Imamo dva osnovna tipa podruéja integracije:

1) Podrudje integracije S omedeno je s lijeva i s desna praveimax =aiz =b
(a < b) a odozdo i odozgo neprekidnim krivuljama y = g1(x) i y = g2(x),
g1(x) < go(x) (vidi sliku). O¢cito se u podru¢ju S varijabla z mijenja od
a do b a varijabla y od g;(z) do ga2(x). Integral ff(s) f(z,y)dzdy sada

postaje:
b g2(x)
J[ t@dedy= [“az [ s
() a 91()

Primjetimo da je veli¢ina = u integralu fggf((f)) f(z,y)dy konstantna jer

integriramo po y. (vidi sliku 1.1)



I ¥=02(x) e C

Slika 1.1: U podruéju S, z se mijenja od 2 do 9 a za fiksan z, y se mijenja od
g1(x) do ga(z).

2) Podrudje integracije S omedeno je odozgo i odozdo praveimay = diy = ¢,
(c < d), a slijeva i zdesna neprekidnim krivuljama z = ¢1(y) i = g2(y),
(61(9) < ga(y)). Ovdie se y mijena od ¢ do d a z od g1(y) do ga(y).
Integral [f oy (z,y)dzdy sada mozemo prikazati kao:

/ /( | Foudedy = / “ay /g g(;"') f(@,y)da

i tu veli¢inu y u integralu | 92(¥) f(z,y)dz smatramo konstantnom.

91(y)

Slika 1.2: U podrudju S, y se mijenja od 1 do 4 a za fiksan y, = se mijenja od
91(y) do g2(y).

Svako podrudje integracije nastojimo razdijeliti na podrudja gornjih dvaju
tipova.



Primjer 1 Izracunajte visestruki integral: f02 dy fol (22 + 2y)dx.
Rjesenje: Imamo:

2 1
/ dy/ (x? +2y)dr = u unutarnjem integralu y je konstanta =

0 0

2 3 1
J, (G5 =2)f)

0 3 0

2
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Primjer 2 Izracunajte dvostruki integral: fi’s dy f;2_4(:c + 2y)dx.

Rjesenje: Imamo:
3 5
/ dy/ (x 4+ 2y)dr = u unutarnjem integralu y je konstanta =
-3 y2—4

3 2 5
LG o)) o

/3 (275+10y—w—2(y2—4)y)dy=

-3
_ (% o Y 4, ¥t o ‘3 504
= (2y+5y 10+3y 8y 5 + 4y Ty

Primjer 3 Rijesite integral: fo% do [ rdr.

sin ¢
Rjesenje: Imamo:

2m a
/ d<p/ rdr = u unutarnjem integralu ¢ je konstanta =
0 asin ¢

[ ) [ (525
0 2 asin @ 0 2 2

2m 2 2 2 :
a® a®1—cos(2p) a® (¢  sin(2yp)
= - 7 d = — = P S
/0 ( 2 2 2 ) L (2 M

27

0

U slijede¢im zadacima treba napisati krivulje koje omeduju podrucje S po
kojem se integrira i nacrtati to podruéje u koordinatnoj ravnini.

3 +9

1) [y de [57 f(x,y)dy
Rjesenje: Podrucje integracije omedeno je slijeva i zdesna pravcima x = 1
i z =3 a odozdo i odozgo krivuljama g (z) = 22 i go(7) = 2 + 9.
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Slika 1.3: U podruéju S, z se mijenja od 1 do 3 a za fiksan z, y se mijenja od
g1(z) = 2% do ga(z) = 2 + 9.

2) [Sda [P fla,y)dy.

Rjesenje: Podrucje integracije omedeno je slijeva i zdesna pravcima z = 0
i x =3 a odozdo i odozgo krivuljama g1(x) = 01 ga(x) = V25 — 22.

. 9l=/252

Slika 1.4: U podruéju S, x se mijenja od 0 do 3 a za fiksan z, y se mijenja od

g1(2) =0 do ga(x) = V25 — a2,

3) Jydy [, f(z,y)da.
Rjesenje: Ovo je integral drugog tipa, podrudje integracije omedeno je
odozdo i odozgo pravcima y = 01 y = 4, a slijeva i sdesna krivuljama
(takoder pravcima) g1(y) =y i g2(y) = 10 — y.



d

Slika 1.5: U podrudju S, y se mijenja od 0 do 4 a za fiksan y, = se mijenja od
91(y) =y do g2(y) =10 —y.

Zadatak 1 Odredite granice integracije u oba poretka za dvostruki integral
/ [z, y)dxdy
(8)

ako je:

1) S trokut s vrhovima O(0,0), A(1,0) i B(1,1).
Rjesenje: Prvo skiciramo podrudje integracije kako bismo lakse odredili
granice:

"B(1,1)

05

Slika 1.6: Trokut sa vrhovima O(0,0), A(1,0) i B(1,1).

Radimo prvo integraciju prvog tipa, = o€ito ide od 0 do 1. Da bismo
odredili kako se mijenja ¥y za fiksni x treba nam samo jednadzba pravca
kroz tocke O i B koji ¢ini gornju granicu integracije (donja granica je,
jasno, g1(x) = 0).



(1)

Galj=x

01000 g0 =AML 2

Slika 1.7: Jednadzbe krivulja za integraciju prvog tipa.

Jednadzba pravca glasi y = x pa imamo da je go(x) = z i konag¢no:

//(S) f(z,y)dady = /01 dzx /OgC F(z,y)dy.

Sada mijenjamo poredak integracije, odnosno prelazimo na integral drugog
tipa. Iz slike je vidljivo da y takoder ide od 0 do 1 a da bi odredili granice
od z za fiksni y, treba nam pravac kroz tocke 0 i B koji ¢ini lijevu medu.
Jednadzba tog pravca glasi (sada je y fiksiran, prisjetimo se) = y pa je
91(y) = y. Desna granica je, otito, pravac x = 1 tj. konstantna funkcija
92(y) = 1.

y=1+- .

ai(y)=y Galy)=1

Slika 1.8: Jednadzbe krivulja za integraciju drugog tipa.

f(z,y)dzdy = 1 dy 1 f(z,y)dz.
s [

Dakle, imamo:



2) S odsjecak parabole y = 22 omeden tom parabolom i pravcem y = 4.

Rjesenje:  Skiciramo podruéje S i unosimo potrebne podatke za inte-
graciju prvog tipa:

/
7 gix=x®

P S S — o S D S T E—
x=2 x=2 4

Slika 1.9: Podrucje S. Vidljivo je da z ide od —2 do 2, a da se y pri tome
mijenja od g1 (x) = 22 (donja granica), do go(z) = 4 (gornja granica).

Na slici je vidljivo da x ide od —2 do 2 a y je za fiskni x ogranicen krivul-
jama g1 (z) = 22 i ga(x) = 4. Stoga imamo:

//(S) fz,y)dxdy = /_22 dz /; f(z,y)dy.

Gledamo drugi poredak integracije, sada se prvo mijenja y od 0 do 4, a
onda za fiksni y, integriramo po z-u od —/y do /y .

oY) =y
gily)=-ly % ¢

n —
y=0 x=2

Slika 1.10: Podrucje S. Sada y ide od 0 do 4, a x se pri tome mijenja od
91(y) = —/y (donja granica), do g2(y) = /¥ (gornja granica).



Imamo:

//(S) f(z,y)dzdy = /04 dy/f;f(x,y)dx

3) S podruéje omedeno hiperbolom y? —x? = 1 i kruznicom z? +y? = 9 (ima
se u vidu podrucje koje sadrzi ishodiste koordinatnog sustava).

Rjesenje:  Skiciramo podrudje s podacima za integraciju prvog tipa i
pri tome uzimamo u obzir da se nase krivulje sijeku u tockama (2,/5),
(2,—5), (—2,v5), (=2, —/5) §to se lagano dobije izjednacavanjem jed-
nadzbi y2 = 1+ 22 i y? = 9 — 22. Sada primjeé¢ujemo da se podrucje S
mora razbiti na tri podrucja prvog tipa, S1,S2 i S3. Integriramo po sva
tri podrucja i rezultat zbrajamo.

/ ga= 102

()=~ 1R

Slika 1.11: Podrucje S sastoji se od tri podruéja prvog tipa Si,S2 i S3 pa
integriramo po svakom od njih i rezultat je zbroj tih integrala.

Dakle, imamo:

/ [ Sy / [ Sy + / SZ)f<x,y>dxdy+ / Sty =

—2 Vo—z2
/ da:/ mydy+// flz,y)dy +
Vo—z2 Vifaz?
9— zz
+ / dm/ y)dy.
9— m2

Za integraciju drugog tipa imamo sliku:

Kao i u gornjem primjeru, podrudje S raspada se na pet podrudja drugog
tipa, pa integiramo po svakom od tih podruéja i rezultat je zbroj tih
integrala:

/ f(z,y)dzdy =/ f (@, y)ddy + / £ (@, y)dady + / f(@,y)dzdy +
(S) (S1) (S2) (S3)
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Slika 1.12: Podrucje S sastoji se od pet podrudja drugog tipa.

+ / f(x,y)divdy+/ fl@, y)dzdy =
S4) S5)
Vr-1
= / dy/ myda:+/ / flz,y)dx +
9— y2 y2 1
+ / dy/ a:ydy+/ dy/ flz,y)dx +

/ /y“f(xy

Zadatak 2 Promijenite poredak integriranja u slijede¢im dvostrukim integral-
ima:

1) [ dz [, f(z,y)dy,

3) foﬂ' d fsmz f(x y
Rjesenje:
1) Skiciramo podrudje integracije, x ide od 0 do 1, a za fiksni z, y se mijenja

od 2z do 3z.

Ako sada promijenimo poredak integracije, dakle, integriramo prvo po ,
a onda po z, slika pokazuje da podruéje S treba razbiti na dva osnovna
podrudja za integraciju drugog tipa.



Yalx)=3
Yi(x}=2x

Slika 1.13: Podrucdje integracije.

Stoga imamo:

1 3x
/0 dx/% fz,y)dy = /(Sl)f(x,y)dydx+/(SQ)f(x,y)dydx:

_ /jdy/%lf(m,y)dm+/02dy/; (2, y)de.

2) Crtamo podrudje integracije:

x/‘(y)=§

¥ yil=/2x £

Slika 1.14: Podrucje integracije.

Sada vidimo da u obrnutom poretku integriranja ponovno moramo razbi-
jati podrucje na Cetiri osnovna dijela pa redom imamo:

1 V3—y? 3 V2z 1 1
/ dy/2 flz,y)dr = / dw/ f(a:,y)dy+/ da:/ +
-2 e 0 —V2z 3 -2z

10



V2 1 V3 V3—a2
+ / da:/ f(a:,y)dy+/ dx/
1 V32 V2 V322

3) Prikazujemo podruéje u koordinatnoj ravnini:

157

xjjasing ¢ "\\ Yoy~ arcsiny

L ysing

Slika 1.15: Podrucje integracije.

Vidimo da, pri promijeni poretka integracije, ponovno imamo samo jedno
osnovno podrudje S pa je:

™ sinx 1 m—arcsiny
/ dw/ fla,y)dy = / dy/ f(z,y)dz.
0 0 0 arcsiny

Zadatak 3 Izracunajte dvostruki integral [f (s Tdzdy gdje je S podrucje omedeno
pravcem koji prolazi tockama A(2,0), B(0,2) i lukom kruznice 22+ (y—1)? = 1.

Rjesenje: Jednadzba pravca koji prolazi tockama A i B glasi: y = —z + 2.
Crtamo sliku:

11



Slika 1.16: Podrucje integracije.

Mozemo primjeniti bilo koji tip integracije, mi éemo rijesiti zadatak pomocu
prvog. Pravac i kruZnica sijeku se u tockama (0,2) i (1,1). To se lako dobije
rjeSavanjem jednadzbe 2%+ (—xz+1)? = 1 koja se dobije uvrstavanjem jednadzbe
pravca y = —x + 2 u jednadzbu kruznice 22 + (y — 1)2 = 1. Sada je sa slike
vidljivo da imamo:

1 V1i-z241 1 VizzZ41
// rdxdy = / da:/ zdy = / (xy ) dx
(S) 0 —z+2 0 —z+2

/l(x(\/l—x2+1)—x(—x+2))dx:/1(z 1— 22+ 2% —z)dex =
0 0

Zadatak 4 Izracunajte dvostruki integral || f( s) =gz dedy gdje je S podrudje

2 .
omedeno parabolom y = %- i pravcem y = .

12



Rjesenje: Skiciramo podrudje integracije:

1 Ya(X)=x

Slika 1.17: Podrucje integracije.

Zadane krivulje sijeku se u toc¢kama (0,0) i (2,2) §to je vidljivo sa slike, a
2

lagano se dobije rijeSavanjem jednadzbe z = %-. Koristedi integraciju prvog

tipa, dobivamo:
x
o2 ) dr =
2

2 x 2
// %dxdy = / dz/ %dy = / (arctan y
(s) "ty 0 2 7+ Y 0 T
2 T 2 T
(arctan 1 — arctan 5) dr = (Z — arctan 5) dx =
0 0

™ x K
= (Zm—marctan§—l—ln(4—l—x )) ‘0 =1n?2

Zadatak 5 Izracunajte dvostruki integral fog dx fclosm y*dy i nacrtajte podrudje
integracije.

Rjesenje: Prvo crtamo podrudje integracije:

13



Ya(x)=1

" yilK)=cos x

Slika 1.18: Podrucje integracije.

a zatim rjeSavamo integral:

5 5 [y
/ dx / yidy = / (y_
0 cosx 0 5

™

31 1 (3%
dx = / —(1 — cos® z)dx = —/ (1 —(1—sin?2)%cosz)dr =
0o 9 5 Jo

1

cosx

1 [z . 9 .4
= (1 —cosz + 2sin“x cosx — sin* x cosz)dxr =
0
L T —sinx + 2s'n?’ac 1sin5x : Lom — 16
= —|z—si —si - = =
5 3 5 0 150

1.2 Dvostruki integral u polarnim koordinatama
Prisjetimo se veze izmedu polarnih i pravokutnih koordinata:
T =1TCose, y = rsinp.

Za, dvostruki integral vrijedi sljedec¢a formula:
/ f(z,y)dxdy = // f(rcos g, rsinp)rdrde.
(8) (©))

Podrugje S sada mora imati granice po r i po ¢. Tu primjenjujemo sljedece
pravilo: ako je podrudje integracije S omedeno zrakama ¢ = aip =0 (a < )
te krivuljama r = r1(p) i v = r2(p) (r1(¢) < r2(¢)), onda dvostruki integral
ra¢unamo po formuli:

B r2()
/ / f(r,p)rdrdyp = / de / f(r,p)rdr.
(s) a r1(9)

14



) > ; . r=ra(6)

Slika 1.19: Osnovno podrudje integracije u polarnim koordinatama.

Ako S nema taj oblik, onda ga, kao i kod pravokutnih koordinata, moramo
razdijeliti na podruéja takvog oblika.

Primjer 4 Transformirajte sljedece integrale u integrale s polarnim koordi-
natama pazedi pri tome na promjene granica integriranja.

1) [Zdx [ f(x,y)dy,

2) [fs) f(@* +y?)dzdy,
gdje je S podrucje omedeno pravcima y =z, y = —x iy = 1.

gdje je S podrucje omedeno lemniskatom

(2 +y°)? = 4(a® — ).
Rjesenje:

1) Prvo moramo skicirati podrudje integracije i odrediti njegove granice u
polarnim koordinatama. Jednazba pravca x = 2 u polarnim koordinatama
glasi: rcosf = 2 tj. r = coZSG’ —5 <0< 3. Zrakay =z, x > 0, glasi
& = 7 jer sve tocke na tom pravcu imaju taj kut. Dakle, imamo:

15
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y=xX

Ly . - x=2

Slika 1.20: Podrucje integracije.

Sada je vidljivo da, u polarnim koordintama, ¢ ide od 0 do %, a, za fiksni
theta, r se mijenja od 0 do 2. Stoga je:

2 z i =%
/ dm/ f(may)dy:/ d@/ f(rcosO,rsinf)rdr.
0 0 0 0

2) Crtamo podrudje integracije:

Slika 1.21: Podrucje integracije.

Kut @ se ocito mijenja od 7 do 37”, a radijus 7 od 0 do ﬁ, 0<6<m,sto
jeijednadzba pravca y = 1 u polarnim koordinatama. Ako jo§ primjetimo
daje f(2®+1y?) = f(r? cos? +r?sin® §) = f(r?) u polarnim koordinatama,

onda imamo:

// f(@? + y?)dady = / ' dO/SM f(r?rdr.
(S) S 0

16



3) Trazimo jednadzbu lemniskate (22 +y?)? = 4(z? — y?) u polarnim koordi-
natama. Znamo da je x = rcosf i y = rsinf pa to uvrStavamo u zadanu
jednadzbu i dobivamo:

(r?cos® 0 +r?sin?0)? = 4(r?cos®>§ — r?sin? )
= 1 = 4%(2cos’0—1) /r?
= 72 = 4(cos(20)

= r = 24/cos(20)

Crtamo podrudje:

7"* 1612/os25]

Slika 1.22: Podrucje integracije.

Vidljivo je da se kut 6 mijenja od —% do Z i od 3 do 2T (sto dobivamo
rjeSavajuci jednadzbu r = cos(20) > 0). Za fiksni 6, r se mijenja od 0 do

24/cos(20). Stoga imamo:

z 24/cos(20) r »24/cos(20)
// f(z,y)dzdy :/ / f(rcosf,rsin 9)rdr+/ / f(rcos,rsinf)rdr
() -5 70 g Jo

Zadatak 6 Prijelazom na polarne koordinate izracunajte dvostruki integral
// Va2 + y2dzdy
(5)

ako je S podrudje omedeno kruznicom z? + y? = 2ax gdje je a > 0.

Rjesenje: Svodimo na puni kvadrat izraz 22 + y? = 2ax i dobivamo (z —
a)? +y? = a? iz tega je odmah vidljivo da se zaista radi o kruznici sa sredistem
u T'(a,0) radijusa a. Trazimo njenu jednadzbu u polarnim koordinatama:

r2cos? 0+ r2sin’0 = 2arcos6
= 72 = 2arcosf |/
= r = 2acosf



Slika 1.23: Podrucje integracije.

Sada crtamo tu kruznicu:
Kut ¢ mijenja se od —% do 7, a za fiksni 6, r ide od 0 do 2a cos 0, pa imamo:

// V&2 + y2dzdy
(S)

/_%

™

2
_z
2

8a’

w3

s’
3

2a cos 0
d@/ rerdr (jer /224 y2 = VrZ =r7)
0

ﬁ
3

3 3 r3
cos 0df — 8% / sin? 6 cos 0dh =

-z
2

3 )_@(Sin%% >:32a3
-z 9 -z 9

2

0

(sin 0

B

Zadatak 7 IzraCunajte dvostruki integral funkcije f(r,¢) = r u podrudju
omedenom kardioidom r = 3(1 + cos¢) i kruznicom r = 3 (misli se na podrudje

koje ne sadrzi ishodiste).

Rjesenje: Krivulje koje omeduju podrucje integracije ve¢ su zadane u po-
larnim koordinatama pa mozemo odmah crtati sliku:

18

2a cos @ z 3 Bl
)da :/ L (843 cos? ) dp = 22

_x
2

(1 — sin? @) cos #dO =



vihe b role)=3(1+c0s 0)
y RS
/ A
5
N S
\ |2 \
s ) /). = / ;
w=3 -
1 2 .
z—// /"l
2+ /’/
\ B y

Slika 1.24: Podrucje integracije.

Sada imamo:

z 3(14cos ¢) 5 73 13(1+cos ¢)
() -z U3 A

z z
2 2

vl

= 9/ ((1—|-coscp)3—l)dcp:...=66+27g

[SE]

Zadatak 8 Prijelazom na polarne koordinate izracunajte :

VIR

2v/2 V16—z2
/ dx
0 x

Rjesenje: Iz integrala vidimo da se z mijenja od 0 do 2v/2, a za fiksni z, y
ide od 0 do V16 — 22. Prema tome, radi se o sljede¢em podrudju:

Slika 1.25: Podrucje integracije.

19



Ako pogledamo podruéje u polarnim koordinatama, vidimo da se 6 mijenja
od £ do Z a za fiksno 6, r ide od 0 do 4 jer je jednadzba kruznice z* + y* = 16
u polarnim koordinatama glasi r = 4. Stoga imamo:

3 4 3 4
VaZ+yidy = / d9/ \/7"_27"d7":/ d9/ r2dr =
z 0 z 0

B3 64 (% 16
- / (30)‘19_?/3 a9 = <

1.3 IzraCunavanje povrsina likova

2V2 V16—z2
/ dx
0 z

1) Povrsina u pravokutnim koordinatama: povrsina podru¢ja S dana
je formulom:

Ps = / dxdy
€))

Sto se, ako je S definirano nejednadzbama a < z < b, f1(z) <y < fo(z),
svodi na dvostruki integral:

ng// d:vdyf/ d:v/
(S) fi(z)

Primjetimo da je:

foeflo = [ 015) - [on-sis

§to je formula za povrSinu (omedenu krivuljama z = a,z = b iy =
fi(x),y = fa(x)) koju znamo otprije (vidi poglavlje odredeni integral).

2) Povrsina u polarnim koordinatama: povrsina podruja S dana je

formulom:
Ps = / / rdrd®,
(S)

Sto se, ako je S definirano nejednadzbama o < 0 < 3, r1(6) < r9(6), svodi
na polarni integral:

7‘2(9
Psz// rdrd@—/ d9/
7‘1(9)

Primjer 5 Skicirajte podrudja kojima su povrsine izraZzene integralima:

D) fydy [V,"7 de,

_3
2) f;rCtaHQdQO fomsw rdr

Izracunajte te povrSine.
Rjesenje:

1) Vidimo da se y mijenja od 0 do 4, a = (za fiksno y) od 4 —y do /16 — y2.
Dakle, imamo:

20



Slika 1.26: Podrucje integracije.

Sada je povr§ina:

4 \/16—y2
/ dy / dx
0 4—y

41—y

24
= %\/167y2+8arcsin%f4y+%‘ =47 —8
0

2) Ovdje se kut mijenja od % do arctan 2, a za fiksni kut, radijus ide od 0 do

COZW. Crtamo to podrudje:

/04 (w 16—y2> dy:/04(m_4+y)dy:

Slika 1.27: Podrucje integracije.

Jos ostaje izracunati integral:

arctan 2 =3 arctan 2 2., .3 arctan 2
cos @ T | s 9 de
[ = ] (20 ) =53] wes
1

1 1
9 arctan 2 9
= Z (¢ -
2 (o) =3

21



Zadatak 9 Nadite povrSinu omedenu parabolama:

¥ =10z4+25 i y?=—62+09.

Rjesenje: Da bi znali nacrtati trazenu povrSinu, prvo trebamo odrediti
presjek danih krivulja. RjeSavajuéi jednadzbu 10z + 25 = —6x + 9) odmah
vidimo su jedine tocke presjeka T7(—1,+/15) i To(—1, —+/15). Sada imamo:

Slika 1.28: Podrudje integracije.

Sa slike vidimo da je bolje integrirati prvo po y, a onda po z, jer tako ne
moramo razbijati podruéje na dva komada. Ra¢unamo povrsinu od S:

Vi5 0—y? Vis [ 9-u? VIB /g _ .2 95 _ 2
Ps:/ dy/6 dx = / z 2625 dy:/ ( I y)dyz
—Vis SR ~vis \ " —vis\ 6 10
B /“ﬁ 60 — dy? 16

N —vis 15 y== 3

Zadatak 10 Prelaskom napolarne koordinate nadite povrSinu omedenu krivul-
jama:
m2+y = 2z, m2+y =4z, y=x i y=0.

Rjesenje: Svodenjem na puni kvadrat jasno je da su prve dvije krivulje
kruznice i to redom: (z —1)? +y? =1,1i (z — 2)? 4+ y*> = 4. Crtamo krivulje i
nalazimo tocke presjeka te dobivamo:
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Slika 1.29: Podrucje integracije.

Trebaju nam jednadzbe kruznica u polarnim koordinatama. Veca kruznica
glasi:

2?4y = 4z =
r? = 4rjcosf =
r1 = 4cosé.

Analogno tome, za manju kruznicu dobivamo:
ro = 2cos 6.

Kako kut ide od 0 do 7§ (jer je kut pravca y = x sa z-osi upravo 7), dobivamo
za povrsinu od S:
I 4cos b I 72 |4cos 6
Ps:/ d@/ rdr / (— >d9=
0 2cos 6 0 2 l2cos0
S 1
6/ cos? 0df) = 3/ (14 cos(20))db =
0 0
sin(20) \ |1 m 1
= g \2Y) N
3( & 3 ) 0 3(4+2)

1.4 Racunanje volumena tijela

Volumen cilindroida koji je omeden odozgo plohom f(z,y), odozdo ravninom
z =01 koji u toj ravnini izrezuje omedeno podrucje S (vidi sliku), dan je sa:

V= / /( vy
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Slika 1.30: Cilindroid sa bazom S.

Zadatak 11 Nacrtajte tijela kojima su volumeni izrazeni dvostrukim inte-
gralom:

a) f02 dz f02_1(4 —x —y)dy,
b) fol dz |, SR - y2dy.
Rjesenje:

a) Vidimo da je u pitanju cilindroid odozgo omeden sa ravninom z = 4—x —y
i sa bazom u obliku trokuta u z = 0 ravini kojem je jedna stranica z-os
od 0 do 2, druga y-os od 0 do 2 (tu pravac y = 2 — x sijece y-0s) a treca
pravac y = 2 — z. Crtamo sliku:

Slika 1.31: Cilindroid sa trokutastom bazom omeden ravninom z =4 —x — y.

b) Ovdje je baza prva ¢etvrtina kruga x? + y? = 1. To slijedi iz ¢injenice
da z ide od 0 do 1, a y od 0 do V1 — z2. Ako pogledamo gornju medu
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cilindroida, plohu z = y/1 — 22 — 2, vidimo da se radi o jedini¢noj sferi.
Dakle, u pitanju je jedan osmina sfere i to ona koja se nalazi u prostornom
kvadrantu u kojem sui x i y i z pozitivni.

000) 010 Y

Slika 1.32: Osmina sfere u oktantu gdje su sve koordinate pozitivne.

Zadatak 12 Nadite volumen tijela omedenog eliptickim paraboloidom z =
222 + 92 + 1, ravninom z + y = 1 i koordinatnim ravninama.

Rjesenje: Gornja granica je zadani paraboloid, a omedenost koordinatnim
ravninama i ravninom x +y = 1 (koja je okomita na ravninu z = 0) nam govori
da je baza trokut koji ¢ine pravciz =0, y =0ixz+y = 1 u z = 0 ravnini.
Vrhovi tog trokuta su ishodiste, (1,0,0), i (0,1,0). Stoga imamo:

1 3 1—x
/ (2$2y—|—y—+y> ‘ dx =
0 3 0

1 1-=x
V= / dm/ (227 4+ y* + 1)dy
0 0

Il
i
|
8

/01<23:2( )+@+1—m>dm:

1
4
/0 (3$2—§$3—2$+§>d$: (Z'?’—%ZA—

Zadatak 13 Tijelo je omedeno cilindrom x2 + 22 = 1 i ravninama y = 0, z = 0,
z =0, y = x. Nadite njegov volumen.

Rjesenje: Vidimo da u jednadzbi valjka nema koordinate y. To znaci da
je za svako y = const presjek valjka s tom ravninom krug 22 4+ y? < 1 pa
zakljuc¢ujemo da je to valjak duz osi y. Ravnine y = 01 y = x govore nam da po
y integriramo od 0 do z. Da bi nasli granice za z, treba provjeriti gdje valjak
sije¢e ravninu z = 0. To je ocito u toc¢kama +1. Jer je z = 0 meda, vidimo da
treba uzeti jednu vrijednost, npr. onu pozitivnu, tj. x = 1. Jos ostaje primjetiti
da za z treba uzeti z(x,y) = V1 — 22. Sve skupa

V = /1d:v/$\/1—:v2dy:/1(\/l—xzy‘z)dac:
0 0 0 0

25



/1(\/ 1 —22z)dx = —%(1 —2?)
0
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